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GEOMETRIA DEL ESPACIO 

Puntos y vectores en el espacio 

A(a1, a2, 83) e9l3 (punto en el espacio} 
u (u1, u2, U3} e\/3 (vector en el espacio)
Ya�sJeR2&cigD del punto A: OA =-(a¡,az ,O,) = a.i+a2] +a,k

� ooffpidp PQ[dos gygqAy B: AB = (h. -a1 ,bi.-"2,� -a3) 

Coorcfenadas del,1111wg meqjg de un segmento AB: M = ( "i ; h¡ , ª2 ; hz , ª3 ; "3 )

. . (n. +J.+,.. a +" +e � +"3 +e)Coordenadas del »zCK!rnceJl�:Jle un triángulo: G = .., ; ., , 2 � 2 , 
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MQeulP da ljQ vecte�;I = ✓"i2 + u; + u;

��?.1, ·2 
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uxv= u1 u2 u3 
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.fmd11clnmJlf1L[ü, ;, w] J'·.6,�;j = V¡ . �;- 11
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W1 · {;' - · c\e.l iele.ec.½ 

··i.+��i·tE-:(]. pro�\t, �\Q( �-C<Y\f lo: tt:( '-"1 , vt,""-.3) ➔ �-=- ( 0, -U.3 , \.\�)

� uUv�uxv=O . "-:: l ... '\,o, lv\,)
�:f.�; s��-cop���ºs��I�'._;�-�1:? 

Ecuaciones de rectas y planos 
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a)Ecuación vectori1:1I: {x,y,z) = (a1 ,a2 ,a3 ) +>.{),'f,V2 ,v3 ) •.. ::e.,.," . •. • 

¡
x=a, +.xv

1

b)Ecuación paramétrica: y=-;:·+ .Xv
2 

Z=a3
+.Xv3 

x-a y-a z-a c)Ecuación continua:--1 =--2 =--3 

""~'�:,e·:.,.,: :.;e::··.· ... • v1 V2 V3 

{
Ax+By+Cz+D=D 

d)_Ec��ción ii:npllcita o general: · . . . ····- ·· · Ax+By+Cz+D =0 

Ecuaciones del plano 
Un plano queda detenninado por: 

un punto y dos vectores directores - � o.� �o"+o.s. y vn ve,.Jo ,
tres puntos no alineados 
un punto y un vector normal al plano 

a) Ecuación vectorial: (x,y,z) = (a,,a
2 
,a3

) + .>.(v,,v
2 
,v3

) + P(u
1
,u
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,u
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¡
X ::::: a, -h>iV1 + .eu,

b) Ecuación paramétñca: y= a2 
+ >.v

2 
+ {Ju
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Z=8
3 
+.>iv3 +/3U
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e) Ecuación implícita o general:� +By-tCz+D = O donde (A,B,C)= ñ .11r
para encontrar esta ecuación:

..Si nos dan un punto p E 7r y un vector normal al plano -+ PX.n = o
x-p, Y-P2 

-Si nos dan un punto P E 71' y dos vectores directores -+ u, u2 

Posición relativa entre dos rectas 

.... v, 
--

Sean las rectas: r determinada por A y f/ ; s determinada por B y u
� ----J.t.- -· M= MatliZfom:¡ada por los vectores AB,ü;v 

,�Si rangM=1-+ r y s coincidentes 

b);rangM=�-+ {�=>.�-+paralelas 
U7C AV-+ secantes

c)Si rangM=3-+ se CnJzan

Posición relativa entre recta y plano 
Sea la recta r determinada por A y v, y ñ el vector normal al plano n
a) Si v.ñ:;,e: 0-+ la recta y el plano son secantes(tienen 1 pto en común)

(ademas si v II n-+ r .L w) -- {si AE1r-+fCwb}Sivn =0-+ "Ad ll SI ¡¡::: 7r-+f '1T 

Posición relativa entre dos planos 
Sean w=Ax+By+CZ+D=O y w'=A'x+B'y+C"z+D'=O 

. A B C D a) S1 
_A

''."' B' = C' = D" -+ coincicfentes(S.Cl,r = r' = 1)

b)Si �=.!!_=E_;e� -+ ,.,.,..191os(SJ,r=1,r'=2)
A' B' C' D' ,,.., ... 

e) Si �;e.!!.oE.7'�0 �;e E.o�:;,e:E. -+ sacantes(se cortanen una recta)(S.Cl,r=r'= 2)
A' B' C' D' A' C' B' C' 

• ?()..("6. Ca..\D,_l(os �\ \'�º �ü? (Df\he,\'2 O. u,1q l�Ct\'.'\ y e-::. eo.•rqlelo
C"- Oh-o• ( 031? rno 3 el. r....,(?.c 1-o, >" -e l y::>1..U, �o '.:!1

, � (.,_..., � '-''-' [!).� 00 �1 e n<2 y

�' í..Xt: \-o, '--\. e: \ ro-rc.. l el o

Posiciones relaitvas
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Posición relativa entre 3 planos 

Sean

[

:
=�+�

l

+Cz+D=

[

�1r=
8
A·x

;
s:

l

+C'z+D'=0,1r=�·�+B"y+C"z+D"=O

M= A' B' C' tJ= A' B' C' D' 
A" B" C" . A" B" C" D" 

.Si rang(M)=rang(N):=3-+ S.C.D-+ Tienen 1 únioo punto en común 
SI rang(M)=rang(N)=2 -+ S.CJ(1paramefro) :-- Los 3 planos tienen 1 recta en común ,
Si rang(M)=rang(N)=1-+ S.C.1(2parámetros) -+ Los 3 planos son coincidentes 
Si rang(M)=2, rang(N)=3-+ S.1-+ Los 3 plcVIOS son secantes o hay dos paralelos y uno secante a ellos ;
Si rang (M)=1,rang(N)=2-+ S.1-+ Los 3 planos son paralelos o hay dos coincidentes y uno paralelo a ellos. 

Familias de rectas y planos 

Familia de rectas paralelas 

I
X=o:+Vif 
Y=fJ+v2t 
Z="'{+V3

t 
Familia de planos paralelos 
Ax+By+Cz+a=O, aeR 
Haz de planos secantes 
o(Ax +By+Cz+D) +,B(A'x +B'y+C'z+D')=O,cr E lR.,,BelR 

Propiedades métricas: cálculo de distancias y ángulos 

Distancias 
Distancia entre dos puntos Ay B: d(A,B)= IABj=✓(b,-a,)2 +(bz-a2)

2 +(ha-a
3

)2 

IP'PxvlEntre un punto y una recta d(P,r) = T, P' E'

Ángulos 

d(p ) ¡Ap;}-BPz +� +o¡ 

'
1r ., 1 ñ 1 
. _ [w.ii,v]I 
. d(r,s)-

]
➔ _

1 uxv 

d(r,1r)=d(P,7r), Pe, 
d(7r,,r') = d(P,7r'), PE ,r' 

--
•• --r. 

  Entre dos rectas    cos(r,s)=cos(u,v)=

1
· 

v.n-Mf '--

1;¡¡�1
Entre dos planos     cos(1r,1r')= 

Perpendicularidad 

r .l s-ii .1.v-ii.v =0 
r .L,r-v11ñ-v=).ñ 
1r .l 1r' +-+ ñ .1 ñ'-n.ñi=O 

Entre un punto y un plano

Entre dos rectas

Entre una recta y un plano
Entre dos planos

Entre recta y plano    sen(r,π)
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e 
-- - - Aa· b=lal ·lbt • cos,a, u1

1a • ¡;¡ = 1a1 . 1 proy-¡ <a> 1 

• Vectores perpendiculares

a ..1. ¡; <=> a• "F = o 

-- - - �1uxvl=lul•IVI• 1sen(u, v) 

IÜxvl= área(OACB) 

(u. v, wJ =u• (vxwf
H !._�w _.' 
@ 

o•u.=-=-�� 

I! ü. v. w]I =l'vxivl•IProY,xwWl! 
l(u, v. w]t= volumen 

■ Vectores linealmente dependientes • Vectores llnealmente dependientas

Ü= kv<::::>Üxv=O Ü= kv+kw<:=>[Ü, v, wJ=O

Dos rectas r y s en el espacio pueden adoptar las siguientes posiciones relativas: 

• 
.��� 

Rectas secantes Rectas coincidentes Rectas paralelas Rectas que se cruza� 

(z) Entre un 'pi'ano 1T y una recta r se pueden dar tres posi.ciones relativas: 

l. Secantes 2. Incidentes 3. Paralelos

L�.:7 L3c7 L___ 
1
�· 7 

Recta y plano secantes Recta contenida en el plano Recta y plano paralelos 

® Entre dos planos 1T y "IT' se pueden dar tres posiciones relativas, que se caracterizan 
por los puntos comunes a ambos: 

/ K 

1 

... _ 

Planos secantes 
Tienen una recta común 

!t 

Planos paralelos 
No tienen puntos �omunes 

_r---· ····-··· ----�-. 

t, Obtención de rectas y planos } 

Planos coincidentes 
Son el mismo plano 

-
! 

. .  

,,,-_------,--------.------------r--------.------------
1 

Plano por una recta Plano por una fflCta y Recta por un punto y Plano que contiene Plano que contiene \ Y un punto exterior paralelo a otra recta que c:orta a otras dos dos rectas secantes · dos rectas paralelas t

i�l 
� da 1: 

l., 
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